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MATEMATIKAI KOZGAZDASAGTANROL MATEMATIKUSOKNAK
SIMONOVITS ANDRAS
Kulcsszavak: matematikai kozgazdasagtan, optimalizalas, egyensuly, dina-
mika, kormanyzati beavatkozas.
Koszonetnyilvantas: Halasan koszonom Freud Robert es Lazar Eszter
ertekes megjegyzeseit.
1. Bevezetes
Gondtalan gyermekkorat maga utan hagyva minden ember gyakorlati kozgaz-
dasz lesz. Rovid tavon: adott arak es jovedelem mellett, hajlamait es zleset
kovetve eldonti, hogy a kulonfele termekek (es szolgaltatasok) kozott hogyan osztja
el a jovedelmet. Hosszabb tavon: ugy valaszt foglalkozast, hogy kepessegeinek
megfelel}o jovedelmet erjen el, es ugy vesz fol hitelt, illetve ugy takarekoskodik,
hogy elete minel kellemesebben teljen.
Ebben a cikkben viszont az elmeleti kozgazdasagtant, azon belul is a matema-
tikai modszert mutatjuk be erdekl}od}o matematikusoknak. Modellek segtsegevel
megprobaljuk megmagyarazni, neha el}orejelezni, hogy miert gy dont az egyen.
S}ot, az egyenr}ol az egesz tarsadalomra kiterjesztve a modelleket, elemezzuk a kiala-
kulo piaci arakat es jovedelmeket. A politikusok tanacsadojava szeg}odve meg azt
is vizsgalhatjuk, hogyan erdemes a kormanyzatnak az adok es transzferek reven
a jovedelemek eloszlasat modostaniuk. Megjegyezzuk, hogy a kvantitatv koz-
gazdasagtannak letezik egy masik valfaja: az okonometria, amely a matematikai
statisztika megfelel}oen modostott eszkozeivel probalja meg feltarni a kozgazdasag-
tanban ervenyesul}o statisztikai szabalyossagokat. Ez utobbival nem foglalkozunk.
A matematika hasonlo szerepet jatszik a kozgazdasagtanban, mint a termeszet-
tudomanyokban: nyelv. Csupan a modellezett jelensegekr}ol szolo ismeretek bizony-
talanabbak, es a beavatkozasi celok es eszkozok erkolcsi tartalma ketsegesebb itt,
mint ott.
A cikk szerkezete a kovetkez}o: a 2. szakasz az egyeni dontesek elmeletet ismer-
teti, statikus es dinamikus nez}opontbol. A 3. szakasz a tobbszerepl}os dontesek
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egyensulyat vazolja: el}oszor statikus, majd dinamikus valtozatban, megkulon-
boztetve a sok es a kevesszerepl}os eseteket. A 4. szakasz a kormanyzati beavat-
kozas legegyszer}ubb modelljeit vazolja. Az 5. szakasz vazolja a tortenetet, mg
a 6. szakasz megprobal nehany kovetkeztetest levonni. Rovid hivatkozasjegyzek
zarja a cikket.
Szandekosan a torteneti osszefoglalasra halasztottam az irodalmi hivatkoza-
sokat, es nagyon megtartoztattam magam a hivatkozasokban, mert nem hiszem,
hogy az atlagolvaso cikkem elolvasasa utan megveszi a tobbszaz-oldalas konyveket,
hogy reszletesebben is tajekozodjon a kerdeskorr}ol.
2. Egyeni fogyasztasi dontesek
Ebben a szakaszban el}oszor az egyeni fogyasztasi dontesek statikus, majd dina-
mikus modelljet mutatjuk be.
2.1. Statikus megkozeltes
Statikus modellunkben egyetlenegy fogyaszto egyetlen id}oszaki vasarlasi don-
teseit vizsgaljuk. Legegyszer}ubb esetben a fogyaszto jovedelme az m > 0 valos
szam; az n termeszetes szam adja a vasarolhato termekek szamat, es i = 1; 2; : : : ; n
az egyes termekek indexet. Legyen xi az i-edik termekb}ol vasarolt mennyiseg es
pi > 0 az egysegar (mindketten valos szamok). Els}o kozeltesben feltehetjuk, hogy
a fogyaszto minden jovedelmet elkolti:
nX
i=1
pixi = m: (1)
Vektorialis rasmoddal:
x = (x1; x2; : : : ; xn) es p = (p1; p2; : : : ; pn);
valamint
p  x = m: (10)
Itt lep fel az els}o kerdes: hogyan ossza el a fogyaszto a jovedelmet az egyes ter-
mekek kozott? Egy koznapi fogyaszto nagyon egyszer}u valaszt ad erre a kerdesre:
legyen (i) egy n-elem}u valos sorozat, elemeinek osszege 1:
nX
i=1
i = 1: (2)
Jovedelme i reszet kolti az i-edik termekre:
xi =
mi
pi
; i = 1; 2; : : : ; n: (3)
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Ha a sulyok ertelmesen vannak megvalasztva, es a jovedelemhez kepest az arak
is realisak, akkor ez a szabaly alkalmas a fogyasztoi dontes lerasara. Mutatja, hogy
az egyes termek fogyasztasa a jovedelemnek novekv}o, az arnak viszont csokken}o
fuggvenye. Azt is tukrozi, hogy az zlesnek szerepe van a fogyasztasi dontesben:
rogztett jovedelem es arak mellett egyesek tobbet esznek, masok tobbet isznak,
megint masok tobbet utaznak. Termeszetesen ez a leras nem tukrozi a keresztar-
hatast: ha az alma ara emelkedik, akkor a narancs fogyasztasa n}o.
A f}oaramu kozgazdasagtan a fogyaszto statikus donteset optimalizalasra vezeti
vissza. Az optimalizalando fuggvenyt hasznossagfuggvenynek nevezik, amelyr}ol
csak annyit tesznek fol, hogy a fogyasztasi vektor skalarertek}u, folytonosan die-
rencialhato, szigoruan novekv}o es szigoruan konkav fuggvenye, jele U(x). A szi-
goru konkavitasnal csak egyetlen bels}o maximum letezik. Feltesszuk, hogy
U(x1; : : : ; xi 1; 0; xi+1; : : : ; xn) =  1; i = 1; : : : ; n:
Ezt az U fuggvenyt kell az (1) korlat mellett feltetelesen maximalizalni.
A Lagrange-fele modszer segtsegevel a kovetkez}o szukseges (es elegseges)
feltetelt kapjuk a bels}o optimumra. Legyen  6= 0 egy valos szam, es legyen
L(x) = U(x)  p  x.
2.1. Tetel. Az (1) feltetel mellett az U(x)! max feladat x megoldasa kiele-
gti a kovetkez}o egyenletrendszert:
U 0i(x
) = pi; i = 1; 2; : : : ; n: (4)
Bizonytas. L0x(x
) = 0. 2
2.1. Pelda. A kozgazdasagtanban nagyon elterjedt a logaritmikus hasznossag-
fuggveny:
U(x1; : : : ; xn) =
nX
i=1
i log xi;
ahol teljesul (2). (4) segtsegevel konnyen belathato, hogy az optimalis aranyokat
eppen (3) adja, es  = 1=m.
A hasznossagfuggveny azert nepszer}u a kozgazdasagtanban, mert az egyeni
dontesek kaotikus vilagaba rendet visz. Ugyanakkor ketseges, hogy az egyenek
kepesek-e ilyen bonyolult feladatokat megoldani (az en III. eves matematikus hall-
gatoim tobbsege keptelen erre). Meg inkabb problematikus az elmeleti eredmenyek
gyakorlati megvalostasa: a szandekoltnal tobbet eszunk, es kevesebbet kirandu-
lunk.
2.2. Dinamikus megkozeltes
Eddig statikusan vizsgalodtunk, most raterunk a dinamikus vizsgalatra. Maxi-
malis egyszer}usegre torekedve, most csak a osszes fogyasztas id}obeli alakulasat
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vizsgaljuk. Diszkret id}oben vizsgalodunk, ahol az id}oszakok (honap, ev stb.)
szama T > 1 termeszetes szam, indexuk t = 1; 2; : : : ; T . Eltekintunk az ina-
ciotol, es feltesszuk, hogy fogyasztonk t-edik id}oszaki jovedelme mt, es fogyasztasa
ct. Eltekintunk attol a kulonbsegt}ol, amely megtakartasunk es hitelunk utan ze-
tett kamatlab kozott letezik. Id}oben is egysegesnek tekintjuk es R-rel jeloljuk a
kamattenyez}ot (=1+kamatlab). Felteve, hogy a dolgozo el}ore ismeri a jovedelmi
palyajat, nem kap es nem hagy orokseget, egyetlen egyenletbe tomorthetjuk kolt-
segveteset. Ehhez a jovedelem es a fogyasztas un. jelenertekere van szukseg:
PV[m] =
TX
t=1
mtR
 t es PV[c] =
TX
t=1
ctR
 t: (5)
Figyeljuk meg, hogy az els}o kifejezes { (mt) Laplace-transzformaltja { az a jove-
delem, amelyet ha eletpalyank elejen egy osszegben elhelyeznenk a bankunkban,
es T db szamlara tennenk, akkor a t-edik id}oszak vegere a t-edik szamlan eppen
mtR
 tRt = mt friss jovedelem allna a rendelkezesunkre. Hasonloan, a masodik
kifejezes t-edik tagja eppen ctR
 tRt = ct, s ez a nevezett id}oszak fogyasztasi
koltsege. Egyensulyi feltetelunk szerint a ket jelenertek azonos:
PV[m] = PV[c]: (6)
A variacioszamtashoz hasonloan a fogyasztas dinamikus elmeleteben a hasznos-
sagfuggvenyt id}oben additvnak feltetelezik:
U(c1; : : : ; cT ) =
TX
t=1
ut(ct);
ahol ut() egy szigoruan novekv}o es szigoruan konkav fuggveny. Tovabbi egyszer}u-
steskent feltetelezik, hogy a t-edik id}oszaki hasznossag csupan abban kulonbozik
az 1. id}oszaketol, hogy a jelenertekhez hasonloan leszamtoljak az un. leszamtolasi
tenyez}ovel, jele  2 (0; 1]:
U(c1; : : : ; cT ) =
TX
t=1
tu(ct); (7)
ahol u() egy szigoruan novekv}o es szigoruan konkav fuggveny: u(0) =  1.
Felhvjuk az Olvaso gyelmet, hogy valamilyen okbol a diszkret idej}u modellek-
ben a kozgazdaszok elfelejtettek negatv el}ojellel ellatni a t kitev}ot, ennel fogva
minel kozelebb van az 1-hez a leszamtolasi egyutthato, annal kevesbe szamtol le
a fogyaszto.
El}okesztesunk vegere erve kimondhatjuk a kovetkez}o tetelt:
2.2. Tetel. A (7) hasznossagfuggvenyt az (5){(6) egyensulyi feltetel mellett
maximalizalo (ct ) fogyasztasi palya kielegti az un. Euler-egyenletet:
u0(ct ) = Ru
0(ct+1); t = 1; 2; : : : T   1: (8)
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Megjegyzes. Az Euler-jelz}o a folytonos idej}u variacioszamtas Euler{Lagrange-
egyenletenek els}o szerz}ojere utal.
Bizonytas. Az 1. tetel gondolatmenetet alkalmazva a Lagrange-fuggveny
L(c1; : : : ; cT ) =
TX
t=1
[tu(ct)  ctR t]
es a stacionaritasi feltetel
0 = L0i(c1; : : : ; cT ) = 
tu0(ct)  R t; t = 1; 2; : : : T:
Atrendezve: tRtu0(ct) =  es osszehasonltva a t+1-edik id}oszak hasonlo feltete-
level adodik (8):  = u0(c0). 2
A (8) feltetel elegge nehezkesnek latszik. Az azonban kiolvashato bel}ole, hogy
a R szorzat erteke kulcsszerepet jatszik a fogyasztasi palya alakulasaban.
2.1. Kovetkezmeny. Ha R = 1, akkor a fogyasztas id}oben allando: ct  c1;
ha R > 1, akkor a fogyasztas id}oben n}o: ct+1 > ct; s vegul ha R < 1, akkor a
fogyasztas id}oben csokken: ct+1 < ct.
Megkonnyti a 2.2. tetel megerteset, ha megint a logaritmikus hasznossag-
fuggvenyen szemleltetjuk alltasunkat.
2.2. Pelda. Legyen az id}oszaki hasznossagfuggveny u(x) = log x. Ekkor a (8)
feltetel explicitte valik: 1=ct = R=ct+1, azaz ct+1 = Rct, azaz ct = (R)
t 1c1.
Visszahelyettestve az (5){(6) korlatba:
PV[m] =
TX
t=1
R t(R)t 1c1 =
1  T
(1  )Rc1; ha  6= 1;
ahonnan az optimalis fogyasztasi palya
c1 = PV[m]
(1  )R
1  T es c

t = (R)
t 1c1; t = 1; : : : ; T:
Ezt a gondolatmenetet gyakran alkalmazzak a nyugdjmodellezesben. Peldaul
a leszamtolasi egyutthato kicsiny ertekevel indokoljak a kotelez}o nyugdjrendszer
bevezeteset, illetve a kamattenyez}o nagy ertekevel magyarazzak a magannyugdj-
rendszer folenyet a tb-nyugdjrendszerrel szemben. A dolog nem ilyen egyszer}u: a
valosagban a fogyaszto csak rovid tavon rovidlato, a 3:; :::; T -edik id}oszakra mar
nem diszkontal. Csak az a gond, hogy 1 id}oszak elteltevel a holnapbol ma lesz, es
ujra kezd}odik a leszamtolas. Hasonlo gondot okoz, hogy az elmeleti modellekben
gyakran szerepl}o 10 szazalek koruli real-kamatlabak (R =1,1) csak alkotoik fejeben
leteznek. Vegul nem igaz, hogy ugyanannyi kamatot zet a fogyaszto 1 forintnyi
tartozasaert, mint 1 forintnyi beteteert.
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3. Egyensuly
Eddig egyetlen fogyasztoval szamoltunk, marpedig a valosagban tobb fogyaszto
(es a cikkben altalaban elhanyagolt termel}o) lep kolcsonhatasba a piacon. Harom
esetet vizsgalunk ebben a szakaszban: a piaci egyensuly statikus modelljet, az
egyuttel}o nemzedekek dinamikus modelljet es a strategiai gondolkodast is gye-
lembe vev}o nem kooperatv jatekelmelet Nash-egyensulyat.
3.1. Piaci egyensuly
Visszaterunk a 2.1. szakasz statikus modelljehez, de egy helyett r fogyasztoval,
indexuk h = 1; : : : ; r. Foltesszuk, hogy olyan sokan vannak, es egyenkent olyan
kicsi a sulyuk, hogy egyeni donteseik nem hatnak a piac allapotara. Roviden meg-
ismeteljuk es altalanostjuk az ottani denciokat es fogalmakat, majd ujabbakat
vezetunk be.
A h-adik fogyaszto jovedelme mh > 0 valos szam, a tovabbiakban is az n
termeszetes szam adja a vasarolhato termekek szamat, es i = 1; 2; : : : ; n az egyes
termekek indexet. Legyen xi;h az i-edik termekb}ol a h-adik fogyaszto altal vasarolt
mennyiseg es pi > 0 az egysegar (mindketten valos szamok). Ismet feltesszuk, hogy
a h-adik haztartas minden jovedelmet elkolti:
nX
i=1
pixi;h = mh; h = 1; : : : ; r:
Vektorialis rasmoddal:
xh = (x1;h; x2;h; : : : ; xn;h) es p  xh = mh:
Feleslegesnek tartjuk a 2.1. pont optimumszamtasanak megismetleset, helyette
bevezetjuk a cseregazdasagot, amelyben nem termelnek, csak cserelnek. Feltesszuk,
hogy kezdetben a h-adik dolgozo vagyona ah = (a1;h; : : : ; an;h) pozitv elem}u vek-
tor es a dolgozo csere utjan xh fogyasztasra torekszik. Termeles hjan a csere-
gazdasagban teljesulnek a kovetkez}o merlegegyenletek: minden termekb}ol az
osszvagyon = osszfogyasztas, azaz
ai = xi; i = 1; : : : ; n; (9)
ahol
ai =
rX
h=1
ai;h; es xi =
rX
h=1
xi;h i = 1; : : : ; n: (10)
Pontosabban: megengedjuk, hogy az egyes termekekb}ol a vagyon nagyobb
legyen, mint a fogyasztas, de azoknak a termeknek az ara 0 kell hogy legyen.
Kepletben:
ai  xi; i = 1; : : : ; n; (90)
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es
ha ai > xi; akkor pi = 0: (9
00)
Kerdes: van-e olyan n  r-dimenzios X = (xi;h) fogyasztasmatrix, amely min-
den haztartasnak optimalis, es teljesti a (9){(10) merlegegyenleteket? A valasz-
hoz egyel}ore eltekintunk a merlegegyenletekt}ol, es valtozonak tekintve a korabban
adottnak vett p arvektort, bevezetjuk az egyes termekekre vonatkozo piaci tulkeres-
leti fuggvenyt; zi(p), amely az osszfogyasztasi tervek es az osszvagyon kulonbsege:
zi(p) = xi(p)  ai; i = 1; : : : ; n:
Vegyuk eszre, hogy most a jovedelmeket is az arvektor denialja: mh = p  ah(p).
Ezek segtsegevel felrhatjuk az egyeni tulkeresleti fuggvenyeket is: zh(p) = xh(p) 
 ah(p). Erdekes, hogy ekkor az (1) egyenlet helyere a
p  zh(p) = 0; h = 1; : : : ; r (11)
lep.
Ha barmilyen pozitv  skalarral beszorozzuk az arakat, akkor a jovedelmek is
ugyanezzel a skalarral szorzodnak meg, tehat az egyensuly szempontjabol az arszint
kozombos. A kes}obbiek miatt celszer}u lesz alkalmasan normalni az arvektort:
az arak osszeget vesszuk 1-nek:
Pn
i=1 pi = 1, azaz az arvektor egy n-dimenzios
szimplex. (Masik alternatva: az utolso osszetev}ot vesszuk 1-nek: pn = 1, de nem
elunk ezzel.)
Egyensulynak nevezunk egy olyan (p; X(p)) hipermatrixot, amelyre (9){(11)
egyszerre teljesul, tovabba zi(p) = 0.
3.1. Tetel. Ha a z(p) piaci tulkereslet{ar-fuggveny folytonos, akkor letezik
legalabb egy egyensulyi p arvektor es hozzatartozo X(p) fogyasztasi matrix.
Bizonytas. A bizonytas alapgondolata egyszer}u: az arvektorok n-dimenzios
szimplexet folytonos fuggvennyel lekepezzuk e szimplexbe, s ekkor a nevezetes
Brouwer-fele xponttetel (1911) ertelmeben letezik legalabb egy xpont. Csak azt
kell belatni, hogy e xpont eppen az egyensulyi ar. Szuksegunk lesz egy vektor
pozitv reszenek a jelolesere: z+ = (z1+; : : : ; zn+).
Lassuk a vazolt lekepezest:
p0 = T (p) =
p+ z+(p)
[p+ z+(p)]1
; ahol 1 = (1; : : : ; 1):
Konny}u belatni, hogy a T (p) lekepezes a n-dimenzios szimplexet ugyanabba a
szimplexbe folytonosan kepzi le, letezik tehat egy xpont, pl. p.
Legyen I(p) azon indexek halmaza, amelyre a piaci tulkereslet pozitv: zi > 0,
ha i 2 I(p). Ha ez nem ures halmaz, akkor a T (p) lekepezes emeli ezen termekek
arat, es csokkenti a tobbiet. A piaci egyensulyban nincsenek ilyen termekek: I(p)
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ures halmaz, es a konstrukcio miatt a p egyensulyi arvektor T xpontja. De a
megfordtas is igaz: ha van xpont, akkor az egyensulyi arvektor. Valoban: jelolje
a T (p) nevez}ojet , ekkor a xpont-egyenletet rendezve:
pi = pi + zi+(p
); i = 1; 2; : : : ; n:
Beszorozva mindket oldalt pi -gal, osszeadva a kapott egyenleteket, es felhasznalva,
hogy az egyeni koltsegvetesi korlatok miatt pz(p) = 0, adodik p2 = p2, azaz
 = 1. Visszahelyettestve a xpont-egyenletbe: zi+(p
) = 0. 2
A tetelt lefordtva a hetkoznapok nyelvere, azt kaptuk, hogy kedvez}o korulme-
nyek kozott a piac optimalisan osztja el a javakat az emberek kozott. Ezt lattuk,
amikor a
"
tervgazdasagbol" rovid id}ore kiruccantunk a piacgazdasagba, ahol min-
dent lehetett kapni, csak eleg penz kellett a vonzo aruk megvasarolasahoz.
De ez a tetel sulyos feltevesekre epul, es ha azokat elmozdtjuk, akkor
a tetel kicsorbul. Csak a legfontosabb problemakat jelezzuk, tavirati stlusban.
a) Feltettuk, hogy az egyes piaci szerepl}ok sulya kicsi, es mindenki elfogadja
a piaci arakat olyannak, amilyenek. Ezzel szemben a valosagban olyan orias-
vallalatok is m}ukodnek, amelyek szinte szabadon alaktjak az araikat (Microsoft,
hollywoodi lmipar stb.). b) Feltettuk, hogy minden szerepl}onek van annyi kezd}o-
vagyona, amely elfogadhato megelhetest biztost a szamara. Kulonosen a haboruk
idejen mutatkozik meg e felteves eletidegensege, ahol jegyrendszert kell bevezetni,
nehogy a jobbmoduak az osszes elelmiszert felvasaroljak a szegenyek orra el}ol.
c) Foltettuk, hogy az egyes szerepl}ok dontesei nem befolyasoljak masok eletet.
Ezzel szemben a kozossegeknek torvenyekkel kell megakadalyozni, hogy a kornye-
zetszennyez}o vallalatok koltsegtakarekossag cmen tonkretegyek a korulottuk el}ok
eletet. d) Foltettuk, hogy az embereknek teljes informaciojuk van a vasarolt ter-
mekekr}ol es szolgaltatasokrol. A valosagban azonban a beteg csak azert bzhat
meg vakon az orvosban, mert az allam oklevellel igazolja az orvos szakertelmet.
Hasonlo aszimmetrikus informacio jellemzi a beteg es a biztosto viszonyat, s ez
indokolhatja a kotelez}o allami egeszsegbiztostas bevezeteset.
3.2. Az egyuttel}o nemzedekek modellje
A 2.2. pont id}oben kiterjesztette a 2.1. szakasz statikus modelljet, mikozben
elhanyagolta a termekvilag sokszn}useget. Ehhez hasonloan a 3.2. szakasz id}oben
kiterjeszti a 3.1. szakasz tobbszerepl}os statikus modelljet, de kozben visszater az
egytermekes vilagba. A lenyeg: kulonboz}o eletkoru nemzedekek elnek egyutt.
Legyen t = 1; 2; : : : az id}oszakok indexe, es a = 1; 2 az eletkore (atal, id}os),
gyakorlatilag 30 ev hosszusagu id}oszakokkal dolgozva. Ekkor a jovedelmeket id}ot}ol
fuggetlennek, de eletkortol fugg}onek vesszuk: m1 es m2. Bevezetjuk a t-edik
id}oszak (st) megtakartasanak t + 1-edik id}oszakra vonatkozo kamattenyez}ojet:
Rt+1, valamint az id}o- es eletkorfugg}o fogyasztast: (c1;t; c2;t+1)-t. (A kamattenyez}o
indexe azert t + 1 es nem t, mert szokas szerint nem a kezd}o, hanem a zaro
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id}oszakkal jelolik a ket id}oszakot osszekot}o kamattenyez}ot.) Ekkor a fogyasztasi
egyenletek dencio szerint
c1;t = m1   st es c2;t+1 = m2 +Rtst: (12)
Eltekintunk a halalozasi kockazattol, azaz mindenkinek egysegesen 2 id}oszaknyi
feln}ott eletet adunk. Foltesszuk meg, hogy minden anya  > 0 lanyt szul, ahol 
szinten valos szam. (Ezt ugy kell elkepzelni, hogy az anyakon belul vannak 0, 1,
2 stb. szamu gyermeket szul}ok, es az gy adodo nagy nevez}oj}u racionalis szamot
valosnak tekintjuk. Apakrol es aikrol kulon nem beszelunk, de }ok is leteznek.)
Ha ragaszkodunk a korabban vazolt cseregazdasaghoz, akkor a t-edik id}oszakbeli
osszes megtakartasok egyenlege 1 atalra vettve 0; es a (12) masodik egyenleteben
szerepl}o id}oskori Rtst megtakartast 1 id}oszakkal visszadatumozzuk:
st = Rt 1st 1: (13)
Lemondva az optimalizalasrol, csupan azt tesszuk fol, hogy az st megtakartas
adott fuggvenye az Rt kamattenyez}onek: st = s(Rt). Foltesszuk, hogy letezik
olyan RB > 0 szam, amelyre a megtakartas elt}unik: s(RB) = 0. Behelyettestve
(13)-ba, egy els}orend}u nemlinearis dierenciaegyenlet kapunk az egymast kovet}o
kamattenyez}okre:
s(Rt) = Rt 1s(Rt 1); t = 1; 2; : : : ; R0 adott. (14)
Kimondhatjuk a kovetkez}o tetelt.
3.2. Tetel. a) Az egyuttel}o nemzedekek modelljeben adott s() megtakartasi
fuggveny eseten a kamattenyez}o-dinamikat lero (14) rendszernek altalaban ket
allandosult allapota van: s(RB) = 0, ahol nincs megtakartas, es ahol a kamat-
tenyez}o egyenl}o a gyermekszammal: RG = . b) A ket allandosult allapot kozul
egyik vagy masik lehet lokalisan aszimptotikusan stabil. Peldaul RB <  eseten
RB lokalisan aszimptotikusan stabil.
Bizonytas. a) Vegyuk eszre, hogy a (14) egyenlet mind RB-re, mind RG = -re
fonnall, tehat mindkett}o allandosult allapot.
b) Az implicit fuggveny tetele szerint megfelel}o feltevesek mellett letezik (14)
megoldasa: Rt = f(Rt 1). Behelyettestve (16)-ba, es derivalva Rt 1 szerint:
s0(f(Rt 1))f 0(Rt 1) = s(Rt 1) + Rt 1s0(Rt 1), azaz 0 < f 0(RB) = =RB < 1 {
a lokalis stabilitas elegseges feltetele. 2
Megjegyezzuk, hogy elvont szinten e modell a tb- es a magannyugdjrendszert
stilizalja. A maganrendszer hozama nyilvan RB , a tb-rendszer bels}o hozama
pedig . Sokan ennek az egyszer}u osszefuggesnek az alapjan reszestik el}ony-
ben egyiket vagy masikat. A valosagban azonban a korabbi kormanyzatok nem
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a semmib}ol teremtettek egy uj rendszert. Peldaul a hazankban 1998{2010 ko-
zott fenallo kotelez}o magannyugdjrendszerbe terelt maganjarulekok hianyoztak a
tb-nyugdjrendszerb}ol, ezert kellett }oket allami forrasbol potolni.
Kiemelunk meg egy kritikus feltevest: a dolgozo egy id}oszakra (30 evre) el}ore
ismeri a kamattenyez}ot, ezt nevezik tokeletes el}orelatasnak vagy altalanosabban,
racionalis varakozasnak. Logikusnak t}un}o felteves, de a valosagban gyakran nem
teljesul. Peldaul akik 2004 es 2008 kozott Magyarorszagon svajci frank alapu jelza-
loghitelt vettek fol, azt teteleztek fel, hogy stabil forintarfolyam mellett megmarad
a svajci frank kamatlab el}onye a forinttal szemben. Ma mar tudjuk, hogy az ellen-
kez}oje tortent. Nem nehez kiszamolni, hogy mi tortenik naiv varakozas eseten,
amikor az el}oz}o id}oszak tenyleges kamattenyez}ojet vettik ki a jov}ore. Persze, ez
30 ev tavlataban durva felteves, de eves id}oszakra terve mar nem.
3.3. Nash-egyensuly
Eddig eltekintettunk attol, hogy a szerepl}ok esetleg olyan nagy sulyuak lehet-
nek, hogy hatasuk nem hanyagolhato el a kolcsonhatasi modellben. Most a jatek-
elmeletbe kiruccanva, egy olyan helyzetet vizsgalunk, ahol keves jatekos szerepel,
es ezek gyelembe veszik donteseik egymasra gyakorolt hatasait.
Legyen a jatekosok szama n > 1, indexuk i = 1; 2: : : : ; n, strategiahalmazuk
Si a di-dimenzios ter reszhalmaza, elemeit pedig nevezzuk a megfelel}o jatekosok
strategiainak: si 2 Si. Az elemzesi problemat az jelenti, hogy mindegyik jatekos
hasznossagat nemcsak sajat, hanem a tobbi jatekos strategiaja is befolyasolja.
Leegyszer}usti a jeloleseket, ha kulon jelolest vezetunk be a
"
tobbi" strategia vekto-
rara, s gy a hasznossagfuggvenyekre:
s i = (s1; : : : ; si 1; si+1; : : : ; sn) es ui(s1; s i):
Egy (s1; : : : ; s

n) strategiavektort Nash-egyensulynak nevezzuk, ha egyik jatekos
sem javthat hasznossagan azaltal, hogy elter sajat Nash-strategiajatol, felteve,
hogy a tobbi jatekos ragaszkodik a Nash-strategiahoz. Kepletben:
ui(s

i ; s

 i)  ui(si; s i); ha si 2 Si; i = 1; : : : ; n:
Felhvjuk a gyelmet arra, hogy a) a Nash-egyensuly denciojaban burkoltan
megjelenik a racionalis varakozas, ugyanis minden jatekos a tobbi jatek egyensulyi
strategiajat varja, es varakozasa beteljesul; b) egy jateknak lehet tobb egyensulya
is, es c) ha legalabb ket jatekos elter az egyensulytol, akkor ezeknek a jatekosoknak
n}ohet a hasznossaga.
3.3. Tetel. Ha az Si strategiahalmaz a di-dimenzios euklideszi ter kompakt
es konvex reszhalmaza, az ui hasznossagfuggveny folytonos, es si-ben konkav
(i = 1; : : : ; n), akkor letezik legalabb egy Nash-egyensuly.
Bizonytas. A bizonytas a mar emltett xponttetel halmazertek}u fuggve-
nyekre torten}o Kakutani-fele altalanostasan (1941) alapul. Tegyuk fol, hogy
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bi(s i) 2 Si halmazertek}u lekepezes a tobbi jatekos s i 2 S i strategiajara adott
legjobb valaszok halmaza. Megfelel}o technikai feltevesek mellett e halmazok nem
uresek. Nash-egyensuly eseten si 2 bi(s i). Denialjuk a
b(s) = (bi(si; s i))i
osszetett lekepezest, amely az S1   Sn halmazt kepezi le onmagaba. Konny}u
belatni, hogy a Nash-egyensuly a b lekepezes xpontja: s 2 b(s), marpedig ilyen
xpont letezik. 2
Egyik legegyszer}ubb jatekelmeleti pelda az un. eremparostas, amelyb}ol kiderul,
hogy Nash-egyensuly szarmaztatasahoz szukseg lehet az eredeti strategiahalmazok
radikalis b}ovtesere.
3.1. Pelda. Eremparostas. Ket jatekos lerak az asztalra egy{egy azonos penz-
ermet, amelynek erteke 1 egyseg. Ha azonosat raknak (FF vagy II), akkor az
1. jatekos nyeri el mindket ermet; ha kulonboz}ot raknak (FI vagy IF), akkor a
2. jatekos nyeri el mindket ermet. Ez egy nullaoszeg}u jatek: u2   u1. Ha csak ez
a ket (un. tiszta) strategia letezne, akkor nem letezne Nash-egyensuly. Erdemes
tehat b}ovteni a strategiak teret a kevert strategiak bevezetesevel: egy si 2 [0; 1]
valos szammal jelolt strategia azt jelenti, hogy az i-edik jatekos si valoszn}useg-
gel jatssza Fejet, es 1   si valoszn}useggel az Irast. Belathato, hogy az 1. jatekos
varhato nyeresege
u1(s1; s2) = s1s2 + (1  s1)(1  s2)  s1(1  s2)  (1  s1)s2:
Az s1 lokalis optimumat a parcialis derivalt gyoke adja:
@
@s1
u1(s1; s2) = s2   1 + s2   1 + s2 + s2 = 0; azaz s2 = 1=2:
Furcsa, hogy az 1. jatekos lokalis optimuma csak a 2. jatekos valasztasatol fugg, de
a jatek szimmetriaja miatt a 2. jatekos optimalitasi felteteleb}ol adodik az 1. jatekos
lokalis optimuma is: s1 = 1=2. A sarokpontokat mar kizartuk, ezert egyetlenegy
Nash-egyensuly letezik, es ott mindket jatekos foldobja a sajat ermejet, es teljesen
a veletlenre bzza a valasztast.
Csak technikai erdekesseg}u peldank utan most vazolunk egy gyakorlatban is
nagyon fontos peldat, amely fenyt vet az autopiaci vagy olajpiaci oriasok kuzdel-
mere, valamint arra, hogy bizonyos feltetelek mellett minel tobb vallalat verseng
egymassal, annal olcsobban jutnak a vev}ok a termekhez.
3.2. Pelda. Oligopoljatek. Legyen az egymassal verseng}o vallalatok szama n,
indexuk i = 1; : : : ; n. Homogen termeket alltanak el}o, kapacitaskorlat nelkul. Ha
(q1; : : : ; qn) nemnegatv elem}u valos vektor a vallalatok termelesi vektora, akkor az
ossztermeles Q = q1+  +qn. A 2.1. szakaszban vazolt qi(pi) kereslet{ar-fuggveny
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makrovaltozata Q = D(P ), s ennek inverzekent bevezetjuk az inverz keresleti
fuggvenyt, meghozza linearis valtozatban: P =  Q, ahol ;  > 0. Tegyuk fol,
hogy minden vallalat koltsegfuggvenye azonos, es homogen linearis: qi mennyiseg}u
termek el}oalltasi koltsege qi, ahol 0   <  az egysegkoltseg. A vallalatok ugy
valasztjak meg sajat kibocsatasukat, hogy sajat protjukat maximalizaljak, de
az arfuggvenyen keresztul a tobbi vallalat osszegzett dontese, Q i = Q   qi is
befolyasolja protjukat:
i(qi; Q i) = (P (qi; Q i)  )qi:
Behelyettestve a linearis arfuggvenyt es Q = qi +Q i-t:
i(qi; Q i) = [     (qi +Q i)]qi:
Adottnak veve a Q i-t, az i-edik vallalat protfuggvenyere a kovetkez}o maxima-
lizalasi feltetel adodik:
0 =
@
@i
i(qi; Q i) =  qi + [     (qi +Q i)]:
Visszahelyettestve Q i = Q  qi-t az optimalitasi feltetelbe,
0 =  qi +      Q;
azaz minden vallalat ugyanannyit termel: Q = nqi, azaz n-fels}o indexszel jelolve
az n-vallalatos Nash-egyensulyt:
qni =
  
(n+ 1)
; Qn =
(  )n
(n+ 1)
es Pn =
+ n
n+ 1
:
Tanulsag: minel tobb (hatekony) vallalat verseng, annal jobban kozelt az ar a
koltseghez, azaz annal kisebb a prot.
A jatekelmelet szamos iranyba fejl}odott, ezek ismertetese kulon tanulmanyokat
igenyelnek. Itt csupan meg egy egyszer}u jatekot mutatunk be, amelyben a valodi
jatekosok nem a szakemberek altal elkepzelt hasznossagfuggvenyt maximalizaljak.
3.3. Pelda. Ultimatumjatek. Ket jatekosunk van, es a bro letesz az asztalra
100 db otforintost. Az els}o id}oszakban az 1. jatekos bejelenti igenyet az otforinto-
sokra (0  s1  100), es a 2. id}oszakban a 2. jatekos vagy elfogadja az ajanlatot
(s2 = 100  s1) vagy felbortja az asztalt, es senki sem kap semmit sem. Konny}u
belatni, hogy egyetlenegy Nash-egyensuly letezik: s1 = 99 es s

2 = 1, de a kserletek
soran a 2. jatekos altalaban 20-30 otforintosra tart igenyt.
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4. Adozas es jovedelemujraelosztas
Eddig csak a piaci szerepl}ok kolcsonhatasat vizsgaltuk, csupan megjegyzesben
utaltunk arra, hogy gyakran szukseg lehet a piac kormanyzati befolyasolasara.
Peldaul ha a legkisebb kereset}u dolgozo piaci jovedelme nagyon kicsi, akkor a
kormanyzat adot vet ki, es alapjovedelem zetesevel ujra elosztja a jovedelmeket.
Jo kozeltessel feltehetjuk, hogy csak a dolgozok zetnek szemelyi jovedelem-
adot. A nalunk megvalosult, matematikai ertelemben valoban aranyos adoval sza-
molva, ahol egy 0 es 1 kozotti valos  az adokulcs, egy w a teljes munkaid}oert jaro,
roviden teljes havi ber}u, havonta l id}ot dolgozo egyen wl kereset utan wl adot
zet. (Nem erdemes oraban merni a munkaid}ot, egyszer}ubb, ha a maximalis 176
orat tekintjuk egysegnek.)
A gyermekekt}ol es a nyugdjasoktol itt eltekintunk, es feltesszuk, hogy az ado-
zas egyetlen celja: minden dolgozonak azonos alapjovedelemmel (jele: b) kiegesz-
teni adozas utani piaci jovedelmet.
Kiszemelt dolgozonk fogyasztasa
c = (1  )wl + b:
A lehet}o legegyszer}ubb hasznossagfuggvennyel dolgozunk:
U(c; l) = 2c  wl2: (15)
Magyarazat: a fogyasztast duplan vesszuk gyelembe, viszont minden dolgozo
odzkodasa a munkatol a munkaid}o negyzetevel aranyos, es az aranyossagi tenyez}o
eppen w, a teljes havi ber.
4.1. Tetel. Adott adokulcs es alapjovedelem eseten minden dolgozo optimalis
munkaknalata
l = 1  :
Bizonytas. Behelyettestve a fogyasztast (15)-be, a hasznossagfuggvenyt egy-
valtozossa tettuk:
U [l] = 2[(1  )wl + b]  wl2: (16)
Az optimalis munkaknalat U 0[l] = 2(1  )w   2wl = 0-bol mar kozvetlenul
adodik. 2
Megjegyzesek. A 4.1. tetel modellje tulzottan egyszer}u. 1. Nem veszi gye-
lembe, hogy a valosagban gyakran lehetetlen folyamatosan valtozo hosszusagu
reszmunkat vallalni. 2. Elhanyagolja a csaladfenntarto fer es a gyermeknevel}o
n}o helyzete kozti kulonbseget. 3. Elsiklik az adomoral folott, amely az adokulcs
mellett szinten befolyasolja az adoelkerules merteket. Ennek ellenere fontos resz-
igazsagot kifejez: nagyobb adokulcshoz egyebkent valtozatlan korulmenyek kozott
kisebb munkaknalat tartozik, ezert a kormanyzatnak celszer}u elkerulnie a munka
tuladoztatasat.
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Orszagos szinten a dolgozok kereseteloszlasat egy F eloszlasfuggveny rja le, es
olyan mertekegysegben szamolunk, hogy a teljes havi ber varhato erteke egyseg-
nyi legyen: Ew = 1. Ekkor az alapjovedelem b = (1   ). Behelyettestve az
adokulcstol fugg}o munkaknalatot es alapjovedelmet (16)-ba, adodik
u() = (1  )2w + 2(1  ): (17)
(Itt megkulonboztetesul runk U() helyett u()-t.)
Tegyuk fol, hogy a kormanyzat a legkisebb hasznossagfuggveny}u, esetunkben
a minimalber}u dolgozo hasznossagat akarja maximalizalni, akinek teljes havi bere
0 < wm < 1.
4.2. Tetel. Modellunkben a tarsadalmilag optimalis adokulcs
 =
1  wm
2  wm <
1
2
: (18)
Bizonytas. (17)-be behelyettestve w = wm-et es derivalva a fuggvenyt, az
optimalisi feltetel
0 = u0()=2 =  wm(1  ) + (1  )  : (19)
(19) gyoke valoban (18). 2
Megjegyzes. A 4.2. tetel nagyon bolcsen azt sugallja, hogy minel nagyobb a
keresetegyenl}otlenseg, amelyet itt 1   wm mer, annal nagyobb az optimalis ado-
kulcs. Ugyanakkor e tetel meg a 4.1. tetelen is tulmegy a valosag egyszer}usteseben.
Peldaul a modellezett kormanyzat csak a legrosszabb helyzet}uek helyzetenek jav-
tasat t}uzi ki celul, es ezzel tull}ohet a celon. Err}ol szol a kovetkez}o tetel.
A tarsadalmi jolet kormanyzati maximalizalasa helyett egy tomegdemokraci-
aban a valasztok hatarozzak meg az egyensulyi adokulcsot. Ehhez szuksegunk van
a medianszavazo fogalmara: legyen a dolgozok F (w) kereseti eloszlasa folytonos,
ahol F (w) a w-nel kevesebbet keres}ok aranya a dolgozo nepessegben. Jelolje wo
a mediankeresetet, amelyre teljesul, hogy F (wo) = 1=2. Azaz ugyanannyi dol-
gozo keres wo-nal kevesebbet, mint amennyi tobbet. Foltesszuk, hogy ket part
vetelkedik a szavazatokert: egy baloldali part magasabb (L) adokulccsal, es egy
jobboldali part alacsonyabbal (R): 0  R  L  1. A w kereset}u szavazo arra
a partra szavaz, amely altal gert adokulcsnal a jolete nagyobb, mint a masiknal.
(17) alapjan a w kereset}u dolgozo pontosan akkor szavaz balra, ha
u[w; L] > u[w; R]: (20)
(17) ertelmeben (20) ekvivalens a kovetkez}o egyenl}otlenseggel
(1  L)2w + 2L(1  L) > (1  R)2w + 2R(1  R):
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A 4.1. tetel ertelmeben [vo. (18)] a w kereset}u dolgozo szamara szamara optimalis
adokulcs
(w) =
1  w
2  w: (21)
Mindket part olyan adokulcsot javasol, amely gy}ozelemmel kecsegtet.
4.3. Tetel. A ketparti modellben mindket part Nash-egyensulyra torekszik,
amelyben a medianszavazo valasztasa jut ervenyre:
L = R = (w
o):
Bizonytas. Konnyen belathato, hogy (21)-ben a (w) adokulcs a w kereset
szigoruan csokken}o fuggvenye. A baloldali part megszerzi a dolgozok szegenyebb
felenek a szavazatait, ha (wo)-t javasol, es a jobboldali part megszerzi a dolgozok
gazdagabb feleet, ha (wo)-t javasol. Ha barmelyik part ett}ol elter, a masik part
elcsabthatja a masik part szavazoi hozza kozel es}o reszet. 2
Megjegyzesek.
1. Ugy t}unhet, hogy e modell elfajult, hiszen mindket part ugyanazt a koz-
politikat javasolja. A valosagban gyakran el}ofordul azonban, hogy mindket part
kozepre huz, emiatt a szavazas nagyon kiegyenltett, es csak masodlagos kerdesek
dontik el a valasztas eredmenyet.
2. Termeszetesen az is gyakori, amikor nem ket nagy part van, hanem tobb
kisebb; vagy nem egy, hanem tobb kerdes jatszik kozponti szerepet, es ilyenkor
mas modelleket kell alkalmazni.
5. Torteneti vazlat
Nem akartam torteneti reszletekkel elvonni a gyelmet az elmelet logikajarol,
de a vazlat vegere erve helyenvalonak latszik a tortenet vazolasa. Daniel Berno-
ulli volt talan az els}o gondolkodo, aki 1735-ben a szentpetervari paradoxon elem-
zese kozben rabukkant a logaritmikus hasznossagfuggvenyre. A kozlekedesmernok
Cournot (1838) bevezette a keresleti fuggvenyt, es ket verseng}o vallalat eseten
meghatarozta az egyensulyi megoldast. A hasznossagfuggvenyen alapulo egyeni
es piaci elemzes uttor}oje Walras (1874/77) volt, aki az altalanos egyensulyelmelet
szamos kerdeset vazolta, de az akkori matematika es a kozgazdasagtan fejletlen-
sege miatt a szabatos targyalas lehetetlen volt. A xponttetel felhasznalasaval
Neumann (1928) bizonytotta be a nullaosszeg}u ketszemelyes jatekok alaptetelet.
Samuelson (1947) monograaja hatark}o volt a matematikai kozgazdasagtan fejl}o-
deseben. A fuggetlen hasznossagfuggveny}u, sokszemelyes jatekelmelet kialaktasa
Nash (1951) erdeme. Arrow es Debreu (1954) cikke tartalmazta az altalanos
egyensulyelmelet els}o szabatosan bizonytott tetelet. Samuelson (1958) fedezte
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fol az egyuttel}o nemzedekek modelljet. Arrow (1963) mar reszletesen elemezte,
hogy az aszimmetrikus informacio es a moralis kockazat miatt mennyire csorbul
az altalanos egyensulyelmelet ervenyessege az egeszsegugyi szolgaltatasok teren.
Az optimalis adozas klasszikusa Mirrlees (1971), a medianszavazo elmeletet Black
(1948) dolgozta ki, es csrajaban tartalmazta a Nash-egyensulyt.
6. Kovetkeztetesek
Egyes szam els}o szemelyre valtok. Lehetlennek t}un}o feladatra vallalkoztam:
diohejban bemutatni a matematikai kozgazdasagtant matematikusoknak. Nagyon
visszafogtam magam: csak nehany alapvet}o modellt korvonalaztam. Probaltam
hangsulyozni a modern f}oaramu kozgazdasagtan egyik alapvet}o sajatossagat: min-
dent az egyeni optimalizalasra vezet vissza; s ebb}ol a mikromegkozeltesb}ol kserli
meg levezetni a makroszinten megvalosulo egyensulyt. A tobbtermekes statikus
modell eredmenyeit szembestettem az egytermekes dinamikus modellevel. Hang-
sulyoztam a keves- es sokszerepl}os modellek kozti kulonbseget.
Ugyanakkor roviden igyekeztem utalni az alkalmazott modellek korlataira: pel-
daul az egyen keptelen kiszamtani az optimalis dontest, az egyensuly letezeset
szavatolo feltevesek szamos piacon nem allnak fenn, ezert az egyenuly vagy nem
optimalis vagy nem is letezik. A piaci rendszert mindig kiegeszti egy kormanyzati
szfera, amely peldaul az adorendszeren keresztul befolyasolja a piac m}ukodeset.
Az adorendszer optimalitasa is vizsgalhato, meghozza nem is egyfelekeppen: mast
ad a tarsadalmi joletet maximalizalo tervezes es megint mast a ket part versengese.
Csak nehany alapvet}o cikk szerepel a hivatkozasi listan. Az itt lertak zome
megtalalhato a legtobb emelt szint}u tankonyvben. Ajanlom a wikipedia mathema-
tical economics cmszavat, amely nem ennyire szabatosan, de nagyobb vben tar-
gyalja a kerdest. Kulon felhvom a gyelmet ket tovabbi konyvre: Keynes (1936)
a Nagy Valsag melypontja utan elmeletileg is megmagyarazta, hogy az elegtelen
kereslet tomeges munkanelkuliseghez vezet. Kornai (1971) monograaja nemzet-
kozileg is az els}ok kozott mutatott ra az altalanos egyensulyelmelet korlataira.
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ON MATHEMATICAL ECONOMICS FOR MATHEMATICIANS
Andras Simonovits
This survey outlines the elements of mathematical economics for mathematicians. We int-
roduce the static and the dynamic models of optimal consumption. We extend these models
from one to many decision-makers, considering also the theory of strategic interaction: game
theory. Pure market models are extended by government intervention. Appreciating the results,
we point out unsolved problems.
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